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НЕЙРОМЕРЕЖЕВИЙ МЕТОД ДОСЛІДЖЕННЯ ТЕПЛООБМІНУ У СЕРЕДОВИЩАХ З 
ФРАКТАЛЬНОЮ СТРУКТУРОЮ 

Анотація. У даній роботі представлено та досліджено математичну модель 
нестаціонарного процесу теплообміну у капілярно-пористих середовищах, яка описується 
диференціальними рівняннями в частинних похідних дробового порядку з граничними умовами 
третього роду. Фрактальний нейромережевий метод, заснований на fPINN-архітектурі, 
використано для прискорення розрахунків та обчислення чисельного розв'язку диференціального 
рівняння у дробових похідних для різних значень дробових параметрів. Розроблено програмне 
забезпечення для втілення нейромережевої методики, а також обгрунтовано вибраний підхід 
шляхом порівняння отриманих чисельних результатів з даними, отриманими за допомогою 
чисельних методів скінченних різниць. 

Ключові слова: процес теплопереносу, дробові похідні, метод скінченних різниць, 
нейронні мережі на основі фізики, програмне забезпечення. 

Сучасна наука стикається з викликом розробки точних математичних моделей для опису 
нерівноважних фізичних процесів, особливо в системах з фрактальною структурою. Такі системи 
відзначаються особливими властивостями, такими як "пам'ять", складні просторові кореляції та 
здатність до самоорганізації. Моделювання таких систем потребує нових підходів, серед яких 
значну роль відіграє використання диференціальних рівнянь із дробовими похідними. Дробове 
числення є розширенням класичного числення і дозволяє описувати ередитарність та 
самоорганізацію системи, що робить його важливим для вивчення фрактальних систем. 

Рівняння з дробовими похідними мають високу складність, тому для їх розв'язання 
використовуються аналітичні та чисельні методи. До аналітичних методів належать перетворення 
Лапласа, методи варіаційної ітерації, декомпозиції та гомотопічних збурень [1-3]. Однак для 
багатьох нелінійних дробових диференціальних рівнянь отримати аналітичний розв'язок часто 
виявляється неможливо, що змушує звертатися до чисельних методів. 

Наукова література пропонує різноманітні чисельні методи для розв'язання дробових 
диференціальних рівнянь. Однак більшість із них спрямовані на конкретні типи рівнянь і можуть 
мати високі обчислювальні витрати при вирішенні складних завдань, таких як оптимізація або 
моделювання з невизначеністю. Це створює потребу у швидших та ефективніших методах, 
зокрема сурогатних моделях, що базуються на машинному навчанні та нейронних мережах, які 
здатні інтегрувати фізичні властивості системи для отримання точних і надійних рішень. 

Штучні нейронні мережі (ШНМ) добре підходять для вирішення різноманітних задач 
машинного навчання. Дослідження щодо застосування ШНМ для розв'язку задач, описаних 
диференціальними рівняннями, розпочалося ще в 1990-х роках. Наприклад, Lee та Kang 
використали нейронну мережу Хопфілда для розв'язку диференціальних рівнянь першого 
порядку [4], а Meade та Fernandez — багатошаровий персептрон для нелінійних рівнянь [5]. 



Lagaris та ін. продемонстрували, як ШНМ можуть вирішувати як звичайні диференціальні 
рівняння, так і рівняння в частинних похідних з початковими та граничними умовами [6]. 

У більш пізніх роботах було запропоновано гібридні нейронні мережі для розв'язання 
диференціальних рівнянь високого порядку [7], а також застосування алгоритмів глибокого 
навчання для підвищення ефективності обчислень [8]. Зокрема, нейронні мережі, засновані на 
фізичних законах (PINN), використовуються для розв'язку як прямих, так і обернених задач, із 
мінімальними змінами коду [9]. 

Подальші дослідження PINN адаптували ці мережі для вирішення дробових, інтегро-
диференціальних і стохастичних рівнянь [10]. Наприклад, у деяких роботах PINN застосовували 
для ідентифікації параметрів дробових диференціальних рівнянь, коли загальна форма рівняння 
відома, але невідомі конкретні оператори та коефіцієнти [11]. 

У нашій роботі ми зосередились на застосуванні нейромережевого підходу для 
моделювання неізотермічного теплообміну в капілярно-пористих матеріалах з урахуванням 
ефекту пам'яті та просторових кореляцій. 

У цьому дослідженні математична модель процесу теплоперенесення в капілярно-
пористих матеріалах із фрактальною структурою представлена диференціальним рівнянням у 
частинних похідних дробового порядку як за часом, так і за простором, з відповідними  
початковими та граничними умовами 3-го роду. У рівняннях враховано різноманітні коефіцієнти 
та умови, пов'язані з процесами теплопровідності та теплообміну: 
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Рівняння (1) має задовільняти наступні початкові та граничні умови: 
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де τ — часова координата, τ 𝜖 ሾ0,  τmaxሿ;     𝑥  — просторова координата,  x ∈ሾ0,lሿ ; 𝑇(𝜏, 𝑥) – 
температура; 𝑐 — теплоємність; 𝜌 — щільність; λ— коефіцієнт теплопровідності; tc — 
температура навколишнього середовища; α∗ (tc, 𝜈) — коефіцієнт теплопередачі;  — дробовий 
порядок похідної за часом 0  1; , 𝑣 — дробові показники похідної за просторовими 
координатами 1 <  ≤ 2  , 0 < 𝑣 ≤ 1. 

Для подання моделі (1)-(4) у вигляді фрактальної нейронної мережі використовується 
архітектура fPINN [11] (Рис.1). 

Застосування класичного автоматичного диференціювання до дробового числення є 
проблематичним, оскільки дробове правило диференціювання виражається через нескінченний 
ряд, що ускладнює обчислювальні процеси. Для вирішення цієї проблеми використовується 
архітектура fPINN, яка дозволяє виконувати автоматичне диференціювання для аналітичного 
обчислення похідних цілого порядку на основі результатів мережі, тоді як дробові похідні 
апроксимуються за допомогою стандартних чисельних методів дискретизації [11]. 

 Вихідні значення мережі, представленої на рисунку 1, наближають розв'язок 
диференціального рівняння (1) з дробовими похідними і задовольняють початкові та граничні 
умови (2)-(4): 

𝑇෨ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൎ 𝑁்ሺ𝑋, 𝜇்ሻ,                                                             ሺ5ሻ 



 
 

 
Рис.1. Архітектура нейронної мережі 

Функцію втрат для виходу мережі (5) було визначено наступним чином: 
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,                                         ሺ6ሻ 

де втрати, пов'язані з навчальним набором даних, розраховуються за допомогою наступної 
формули: 
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Функція втрат, що містить інформацію про фізику процесу, має такий вигляд: 
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Для моделювання нестаціонарного процесу був розроблений програмний додаток мовою 
програмування Python. Проведено порівняння числових результатів, отриманих за допомогою 
нейронної мережі та методу скінчених різниць (Рис. 2). 

 Для оцінки надійності і точності запропонованої моделі також було здійснено порівняння 
результатів, отриманих від виходу нейронної мережі для полів температури з даними, 
отриманими іншими дослідниками [12], які застосовували метод скінчених різниць. Це дозволило 
визначити, наскільки близькими є результати нейронної мережі до тих, що отримані 
традиційними чисельними методами.  

На рисунку 3 представлений графік, що демонструє зміни температури зразка з базовою 
густиною 460 кг/м³ з урахуванням фрактальної структури матеріалу та різних температур 
сушильного агента (70 °C і 90 °C). Аналіз графіка показує, що зі збільшенням температури агента 
зростає інтенсивність прогрівання зразка. 

 



 

Рис.2. Прогнозування зміни температури за допомогою нейронної мережі (NN) та методу 
скінченних різниць (FDM) 

Вплив фрактальної структури, зокрема дробово-диференціальних показників моделі α та 
β, стає помітнішим при підвищенні температури. Наприклад, температура у центрі зразка 
зростала швидше з використанням фрактального параметра β порівняно з цілочисельним, що 
сприє швидшому прогріванню зразка. Різниця в температурах з урахуванням фрактальної 
структури становить близько 4 градусів, що свідчить про її значний вплив на температурні зміни 
в матеріалі. 

Крім того, зменшення значення параметра β призводить до швидшого підвищення 
температури капілярно-пористого матеріалу до температури сушильного агента, тоді як дробовий 
показник α може уповільнити нагрівання, що сповільнює процеси переміщення маси в матеріалі. 

 

Рис.3. Зміна температури у центрі зразка для різних значень показників похідних моделі α, β  та 
під впливом різних температур сушильного агента  



Висновки. Розглянута одновимірна математична модель описує процес теплопереносу в 
пористих середовищах з урахуванням фрактальної структури матеріалу. Для реалізації цієї моделі 
застосовано фрактальний нейромережевий підхід, який дозволяє аналізувати еволюцію теплових 
полів при різних значеннях дробових похідних в одновимірному контексті. Оптимізація 
параметрів нейромережі здійснюється шляхом введення функцій втрат, які відображають фізичну 
природу досліджуваного процесу. Для побудови різницевих схем для функцій втрат використано 
формули чисельного диференціювання в рамках дробового обчислення для опису фрактальних 
операторів. Проведено порівняльний аналіз результатів, отриманих за допомогою фрактальної 
нейромережі, з результатами, отриманими методом скінчених різниць. Це порівняння 
підтверджує високу точність і ефективність розробленого підходу. 
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